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1. Ayfle’yle Bora birer kez zar at›yorlar. Ay-

fle’ye gelen zara a, Bora’ya gelen zara b diyelim.

E¤er a ≥ b ise Ayfle kazan›yor. Aksi takdirde Bora

kazan›yor. Ayfle kazand›¤›nda 1 kazan›yor. Kimse-

ye haks›zl›k olmamas› için Bora kazand›¤›nda kaç

kazanmal›d›r?

YYaann››tt:: Gelebilecek (a, b) zarlar›n› bir tablo ha-

linde yazal›m. 

((11,,11)) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)

((22,,11)) ((22,,22)) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)

((33,,11)) ((33,,22)) ((33,,33)) (3,4) (3,5) (3,6)

((44,,11)) ((44,,22)) ((44,,33)) ((44,,44)) (4,5) (4,6)

((55,,11)) ((55,,22)) ((55,,33)) ((55,,44)) ((55,,55)) (5,6)

((66,,11)) ((66,,22)) ((66,,33)) ((66,,44)) ((66,,55)) ((66,,66))

Görüldü¤ü gibi Ayfle 21 kez, Bora 15 kazan›-

yor. Demek ki, E¤er Bora kazand›¤›nda x kazan›r-

sa Ayfle’nin beklentisi (21/36)×1 − (15/36)×x olur.

Kimseye haks›zl›k olmamas› için beklentinin 0 ol-

mas› gerekmektedir. Demek ki  21 − 15x = 0 olma-

l›, yani x = 21/15 = 7/5 =1,4 olmal›d›r.

22.. Elimde s lira var ve biri kendisiyle flu oyunu

oynamam› öneriyor: Zar ataca¤›m. E¤er zar 1 ge-

lirse s liram› kaybedece¤im. E¤er 1’den de¤iflik bir

zar gelirse, gelen zar kadar para kazanaca¤›m.

Hangi s de¤erleri için bu oyunu oynamal›y›m?

YYaann››tt:: Oyundan beklentimi hesaplamal›y›m.

1/6 olas›l›kla s kayebedece¤im, 1/6 olas›l›kla 2 ka-

zanaca¤›m, 1/6 olas›l›kla 3 kazanaca¤›m, ... vs. Bu

oyundan beklentim,

-s/6 + 2/6 + 3/6 + 4/6 + 5/6 + 6/6

d›r. Oyunu oynamam için beklentimim negatif ol-

mamas› laz›m, yani −s + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 ≥ 0 ol-

mal›. Demek ki s < 20 ise oyunu oynamal›y›m, s =

20 ise oynasam da olur oynamasam da. Ama e¤er

s > 20 ise oyunu oynamamal›y›m.

33.. x2 + 2x + 3 ≡ 0 mod 48 denkleminin 0 ≤ x <

48 eflitliklerini sa¤layan kaç tamsay› çözümü vard›r?

YYaann››tt:: (x + 1)2 + 2 = x2 + 2x + 3 eflitli¤inden

dolay›, x2 + 2x + 3 ≡ 0 mod 48 denkleminin bir çö-

zümü olmas› için −2’nin modülo 48 bir tamkare

olmas› laz›m. Dolay›s›yla −2’nin (yani 14’ün) mo-

dülo 16 bir tamkare olmas› laz›m. 0, 2, 4, 6, 8, 10,

12 ve 14 say›lar›n› denemek yeterli. 42 ≡ 0 mod 16

oldu¤undan, 4’e bölünmeyen 2, 6, 10, ve 14 say›-

lar›n› denemek yeterli. Bu say›lar da 2 + 4i biçimin-

de yaz›ld›¤›ndan, bu say›lar›n kareleri modülo 16,

4’e eflittir. Dolay›s›yla çözüm yoktur.

44.. n, 2 ve 5’e bölünmeyen bir do¤al say›d›r. nk

say›s›n›n onluk taban›nda yaz›l›m›nda sadece 1 ra-

kam›n›n oldu¤u, yani nk = 111...111 türünden bir

eflitli¤in sa¤land›¤› bir k tamsay›s›n›n varl›¤›n› ka-

n›tlay›n. (Örne¤in 7 × 15873 = 111.111).

KKaann››tt:: Onluk tabanda en fazla n + 1 tane 1 ra-

kam›yla yaz›lan 111...111 biçimindeki n + 1 tane

say›n›n en az ikisi modülo n eflit olmas› gerekir.

‹çinde i tane 1 rakam› bulunan say›ya ai dersek, j <

i ≤ n için, ai ≡ ai mod n elde ederiz. Demek ki n, ai

− aj = ai−j × 10j say›s›n› bölüyor. 2 ve 5 say›lar› n’yi

bölmedi¤inden, n, ai−j say›s›n› böler.

55aa.. Afla¤›daki flekilde iikkiillii bbiirr ççiizzggee örne¤i gö-

rüyorsunuz. (“‹kili” çün-

kü her noktadan iki “dal”

ç›k›yor.) Bu çizgenin nok-

talar›n›n afla¤›daki özelli¤i

sa¤layan kaç tane ƒ dönü-

flümü vard›r? “P ve Q noktalar› ba¤›nt›l› ⇔ ƒ(P)

ve ƒ(Q) noktalar› ba¤›nt›l›.” (NNoott:: Bir dönüflüm

birebir ve örten bir fonksiyondur.)

55bb.. Yukardaki ikili çizgenin yüksekli¤i 3’tür

(çünkü en afla¤›dan en yukar›ya 3 ad›mda ç›k›l›r.)

Yüksekli¤i h olan bir çizgenin yukardaki özelli¤i

sa¤layan kaç dönüflümü vard›r?

YYaann››tt:: Sorudaki özelli¤i sa¤layan bir dönüflü-

me öözzyyaapp›› ddöönnüüflflüümmüü ad› verilir. Özyap› dönüflüm-

lerinin flu özellikleri vard›r:

a) Hiçbir noktan›n yerini de¤ifltirmeyen özdefl-

lik fonksiyonu Id bir özyap› dönüflümüdür.

b) E¤er α bir özyap› dönüflümüyse, α−1 de bir

özyap› dönüflümüdür.

c) E¤er α ve β birer özyap› dönüflümüyse, αIβ
da bir özyap› dönüflümüdür.

Cahit Arf Matematik Günleri V - 2006
Birinci Gün



Önce yüksekli¤i 1 olan ikili çizgeyi ele alal›m.

Bu çizgenin iki tane özyap› dönüflümü

vard›r: Id ve en tepedeki iki noktan›n

yerlerini de¤ifltiren dönüflüm. (AA¤¤aacc››nn

kköökküü ad› verilen en alttaki nokta, çiz-

genin iki ba¤›nt›s› olan tek nokta oldu-

¤undan, her özyap› dönüflümü taraf›ndan sabitle-

nir.)

nh, yüksekli¤i h olan ikili a¤ac›n eflyap› dönü-

flümü say›s› olsun; nh bulmak istedi¤imiz say›. De-

mek ki n1 = 2. Ayr›ca n0 = 1. fiimdi nh ile nh+1 ara-

s›nda bir iliflki bulal›m, ki nh’yi tümevar›mla bulma

flans›n› yaratal›m.

Ah, yüksekli¤i h olan ikili a¤ac› simgelesin. O

zaman, afla¤›daki flekilde görülece¤i üzere, Ah+1,

iki Ah a¤ac›n›n (birine A, di¤erine B diyelim) kök-

lerinin bir köke tutturulmas›yla elde edilir.

Gh, Ah a¤ac›n›n özyap› dönüflümü kümesi ol-

sun. Demek ki Gh = nh.

τ, Ah+1 a¤ac›n›n A ve B alta¤açlar›n› de¤ifl to-

kul eden (ve kökü sabit k›lan) herhangi bir özyap›

dönüflümü olsun. Dilersek τ’yi τ2 = Id eflitli¤ini sa¤-

layacak biçimde seçebiliriz ama buna ihtiyac›m›z

olmayacak.

E¤er α, β ∈ Gh ise, σα,β, Ah+1 a¤ac›n›n, A alta-

¤ac›n›n noktalar›n› α’ya göre, B alta¤ac›n›n nokta-

lar›n› β’ya göre dönüfltüren özyap› dönüflümü olsun.

Bunlardan tam nh
2 tane vard›r. a ve b noktalar›n›

de¤ifltirmeyen tüm özyap› dönüflümleri bu σα,β öz-

yap› dönüflümlerinden biridir, çünkü a’y› sabit tutan

bir özyap› dönüflümü a’n›n üstünde bulunan A a¤a-

c›n› gene kendisine göndermek zorundad›r.

Bunlar›n d›fl›nda bir de, α, β ∈ Gh için,  σα,βIτ
özyap› dönüflümleri var. Bunlar aynen a ve b nok-

talar›n› de¤ifl tokufl eden özyap› dönüflümleridir.

Bunlardan da tam nh
2 tane vard›r. 

Demek ki nh+1 = 2nh
2 ve n0 = 1. Bu iki iliflki-

den, tümevar›mla ve kolayl›kla, nh = 22h−1 ç›kar.

77aa.. E¤er n > 1 tek bir do¤al say›ysa düzgün bir

n-genin her köflegeninin bir kenara paralel oldu¤u-

nu kan›tlay›n. (NNoott:: Komflu olmayan iki köfleyi

birlefltiren kirifle kkööflfleeggeenn denir.)

77bb.. Bir n-genin her köflegeni

bir kenara paralelse, n’nin tek sa-

y› olmas› gerekti¤ini kan›tlay›n.

KKaann››tt:: 77aa.. Herhangi bir köfle-

geni çekelim. n tek oldu¤undan,

bu köflegenin bir yan›nda tek sa-

y›da, di¤er yan›nda çift say›da kenar vard›r. Tek

say›da kenar›n oldu¤u tarafta bulunan en ortadaki

kenar bu köflegene paraleldir. Bu flöyle kan›tlana-

bilir: Köflegenin l ortadikmesi düzgün n-genin si-

metri eksenidir ve kö-

flegenin ay›rd›¤› her iki

bölgedeki kenarlar da

bu l ortadikmesine gö-

re ikifler ikifler simetrik-

tirler. Tek say›da kenar

olan bölgedeki kenar-

lardan biri bu simetriye göre korunmak zorunda-

d›r. ‹flte l’ye göre simetrinin de¤ifltirmedi¤i bu ke-

nar köflegene paraleldir.

77bb.. Bir n-genin n(n−3)/2 tane köflegeni vard›r

ve bu köflegenlerin her biri tam iki köfleye doku-

nur. Demek ki

{(k, P) : P köfle, k köflegen ve P ∈ k}

kümesinin tam n(n−3) tane eleman› vard›r.

fiimdi bir a kenar›na paralel olan köflegenleri

sayal›m. Bu köflegenlerin her biri 2 köfleye doku-

nur. Ama paralel olduklar› a kenar›n›n 2 köflesine

dokunamazlar. a’ya paralel en yak›n köflegenden

en uzaktakine kadar gidelim. En

uzaktaki köflegen bir kenar ola-

mayaca¤›ndan, bu köflegenin

dokundu¤u iki köfle aras›nda

köflegenin dokunmad›¤› bir köfle

daha olmal›. Demek ki birbirine

paralel köflegenler en fazla n−3 tane köfleye doku-

nabilirler. a kenar› için n tane seçene¤imiz oldu-

¤undan ve 

{(k, P) : P köfle, k köflegen ve P ∈ k}

kümesinin tam n(n−3) tane eleman› oldu¤undan,

birbirine paralel köflegenler tam tam›na n−3 tane

noktaya dokunurlar. Demek ki n−3 çift bir say›d›r,

yani n tektir.

88.. Sonlu say›da parabolün içinin bir düzlemi

kaplayamayaca¤›n› kan›tlay›n.

NNoott:: E¤er a ≠ 0 ise, y = ax2 + bx + c türünden

bir denklemin grafi¤i bir ppaarraabboolldür. Bu parabol

flekildeki gibidir. PPaarraabboollüünn iiççii parabolün s›n›rlad›-
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¤› d›flbükey aland›r. Bir

parabol, bu özel parabol-

lerden birinin döndürül-

müfl halidir.

KKaann››tt:: Parabollerin

içini örtü olarak görelim. Bir parabol, simetri ekse-

nine paralel olan do¤rular d›fl›nda, her do¤runun

ancak s›n›rl› bir bölgesini

örtebilir. fiimdi n tane pa-

rabol alal›m. Bu n parabo-

lün n simetri eksenine pa-

ralel olmayan bir do¤ru bu

n parabol taraf›ndan örtü-

lemez.

99.. n herhangi bir do¤al say› olsun. Düzlemde,

birbirlerine olan uzakl›klar›n tamsay› oldu¤u ve

do¤rusal olmayan n tane nokta bulun.

YYaann››tt:: Pisagor eflitli¤ini sa¤layan n tane farkl›

üçlü bulal›m:

a1
2 + b1

2 = c1
2

...

an
2 + bn

2 = cn
2

(ui, vi) çifti için, ai = ui
2 − vi

2, bi = 2uivi,  ci = ui
2 +

vi
2 olarak seçebiliriz. Buradan,

d1
2 + b = e1

2

...

dn
2 + b2 = en

2

eflitliklerini sa¤layan say›lar bulabiliriz. (Örne¤in,

b = b1 ... bn olsun; her ai
2 + bi

2 = ci
2 denklemini

b2/bi
2 say›s›yla çarp›n.) fiimdi n +2 noktay› yukar-

daki gibi seçin.
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