Cahit Arf Matematik Giinleri V - 2006

Birinci Gun

1. Ayse’yle Bora birer kez zar atryorlar. Ay-
se’ye gelen zara a, Bora’ya gelen zara b diyelim.
Eger a 2 b ise Ayse kazanryor. Aksi takdirde Bora
kazaniyor. Ayse kazandiginda 1 kazaniyor. Kimse-
ye haksizlik olmamasi icin Bora kazandigimda kag
kazanmalidir?

Yanit: Gelebilecek (a, b) zarlarini bir tablo ha-
linde yazalim.

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
(3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5 (3,6)
4,1) 4,2) 4,3) 44) 4,5 (4,6)
(5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6)
(6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

Goruldigu gibi Ayse 21 kez, Bora 15 kazani-
yor. Demek ki, Eger Bora kazandiginda x kazanir-
sa Ayse’nin beklentisi (21/36)x1 — (15/36)xx olur.
Kimseye haksizlik olmamasi icin beklentinin 0 ol-
masi gerekmektedir. Demek ki 21 — 15x = 0 olma-
li, yani x = 21/15 = 7/5 =1,4 olmalidur.

2. Elimde s lira var ve biri kendisiyle su oyunu
oynamami oneriyor: Zar atacagim. Eger zar 1 ge-
lirse s lirami kaybedecegim. Eger 1’den degisik bir
zar gelirse, gelen zar kadar para kazanacagim.
Hangi s degerleri icin bu oyunu oynamaliyum?

Yanit: Oyundan beklentimi hesaplamaliyim.
1/6 olasilikla s kayebedecegim, 1/6 olasilikla 2 ka-
zanacagim, 1/6 olasilikla 3 kazanacagim, ... vs. Bu
oyundan beklentim,

-s/6 + 2/6 + 3/6 + 4/6 + 5/6 + 6/6
dir. Oyunu oynamam i¢in beklentimim negatif ol-
mamast lazim, yani —s +2 + 3 +4 + 5+ 6 20 ol-
mali. Demek ki s < 20 ise oyunu oynamaliyim, s =
20 ise oynasam da olur oynamasam da. Ama eger
s > 20 ise oyunu oynamamaliyim.

3. x2 + 2x + 3 = 0 mod 48 denkleminin 0 < x <
48 egsitliklerini saglayan ka¢ tamsayi ¢oziimii vardir?

Yanit: (x + 1)2 + 2 = x2 + 2x + 3 esitliginden
dolay1, x2 + 2x + 3 =0 mod 48 denkleminin bir ¢6-
ziimii olmasi igin —2’nin modiilo 48 bir tamkare
olmasi lazim. Dolayisiyla —2’nin (yani 14’tin) mo-

dulo 16 bir tamkare olmasi lazim. 0, 2, 4, 6, 8, 10,
12 ve 14 sayilarin1 denemek yeterli. 42 = 0 mod 16
oldugundan, 4’e boliinmeyen 2, 6, 10, ve 14 sayi-
larini denemek yeterli. Bu sayilar da 2 + 4i bigimin-
de yazildigindan, bu sayilarin kareleri modiilo 16,
4’e esittir. Dolayisiyla ¢oziim yoktur.

4. n, 2 ve 5’e boliinmeyen bir dogal sayidir. nk
sayispun onluk tabanmnda yaziliminda sadece 1 ra-
kamumin oldugu, yani nk = 111...111 tiriinden bir
esitligin saglandigi bir k tamsayisimin varligim ka-
mitlaym. (Ornegin 7 x 15873 = 111.111).

Kamit: Onluk tabanda en fazla 7 + 1 tane 1 ra-
kamiyla yazilan 111...111 bi¢imindeki 7 + 1 tane
saymin en az ikisi modilo 7 esit olmasi gerekir.
Icinde 7 tane 1 rakami bulunan sayiya g; dersek, j <
i <nigin, a; = a; mod n elde ederiz. Demek ki 7, g;
—aj=aj_;x 107 sayisin1 béliiyor. 2 ve 5 sayilar 7’yi

j
bolmediginden, 7, a;_; sayisini béler.

Sa. Asagidaki sekilde ikili bir ¢izge 6rnegi go-
rityorsunuz. (“Ikili” ciin-
kii her noktadan iki “dal”
ctkryor.) Bu cizgenin nok-
talarvun asagidaki 6zelligi
saglayan kac tane f donii-
stimii vardir? “P ve Q noktalar: bagintili < f(P)
ve f(Q) noktalart baginuili.” (Not: Bir doniisiim
birebir ve brten bir fonksiyondur.)

Sb. Yukardaki ikili ¢cizgenin yiiksekligi 3’tiir
(¢iinkii en asagidan en yukarrya 3 adimda cikilir.)
Yiiksekligi b olan bir cizgenin yukardaki ozelligi
saglayan ka¢ domiisiimii vardir?

Yamt: Sorudaki 6zelligi saglayan bir doniisii-
me 6zyapi déniigiimii ad1 verilir. Ozyap1 doniisiim-
lerinin su ozellikleri vardir:

a) Higbir noktanin yerini degistirmeyen 6zdes-
lik fonksiyonu Id bir 6zyap: dontsimudir.

b) Eger a bir 6zyap1 doniisiimiiyse, o1 de bir
Ozyap1 donusumudiir.

c) Eger a ve B birer 6zyapr dontisimiiyse, ol 3
da bir 6zyap1 dontisimiidiir.



Once yiiksekligi 1 olan ikili gizgeyi ele alalim.
Q’

gundan, her 6zyap: doniigiimii tarafindan sabitle-

Bu c¢izgenin iki tane 6zyap1 doniisimii
vardir: Id ve en tepedeki iki noktanin
yerlerini degistiren dontsuim. (Agacin
kokii adi verilen en alttaki nokta, ciz-
genin iki bagintisi olan tek nokta oldu-

nir.)

ny,, yiksekligi » olan ikili agacin egyap1 donu-
stimil sayist olsun; 72, bulmak istedigimiz say1. De-
mek ki 72 = 2. Ayrica ny = 1. $imdi ny, ile nj, ¢ ara-
sinda bir iligki bulalim, ki 72;’yi timevarimla bulma
sansini yaratalim.

Ay, yiiksekligi b olan ikili agact simgelesin. O
zaman, agagidaki sekilde gorilecegi uzere, Ay, 1,
iki Ay, agacinin (birine A, digerine B diyelim) kok-
lerinin bir koke tutturulmasiyla elde edilir.

A=A A,=B

2 a

e | o
\./ Ah+1

Gy, Ay, agacinn 6zyapt doniisimi kiimesi ol-

sun. Demek ki| G| =7,

T, Ap,q agacinin A ve B altagaglarini degis to-
kul eden (ve kokii sabit kilan) herhangi bir 6zyapi
doniisiimii olsun. Dilersek yi 12 = Id esitligini sag-
layacak bicimde segebiliriz ama buna ihtiyacimiz
olmayacak.

Eger o, B € Gy, ise, 6, g, Aj,q agaciun, A alta-
gacinin noktalarini a’ya gore, B altagacinin nokta-
larini B’ya gore dontistiiren 6zyap1 dontigimii olsun.
Bunlardan tam 7,2 tane vardir. a ve b noktalarin
degistirmeyen tiim 6zyap1 doniisiimleri bu o, g 6z-
yap1 doniisiimlerinden biridir, ¢inkii @’y1 sabit tutan
bir 6zyapi donigimii @’nin tstiinde bulunan A aga-
cimi gene kendisine gondermek zorundadir.

Bunlarin diginda bir de, a, B € G, igin, o plt
Ozyap1 donusumleri var. Bunlar aynen a ve b nok-
talarini degis tokus eden 6zyap: dontusimleridir.
Bunlardan da tam 7,2 tane vardir.

Demek ki 7,1 = 21,2 ve ny = 1. Bu iki iligki-
den, tiimevarimla ve kolaylikla, 7, = 22"~1 cikar.

7a. Eger n > 1 tek bir dogal sayrysa diizgiin bir
n-genin her kosegeninin bir kenara paralel oldugu-
nu kanmitlaym. (Not: Komsu olmayan iki koseyi
birlestiren kirise kogegen denir.)

7b. Bir n-genin her kbsegeni
bir kenara paralelse, n’nin tek sa-
yt olmas gerektigini kanitlaym.

Kamnit: 7a. Herhangi bir koge-
geni cekelim. 7 tek oldugundan,
bu kogegenin bir yaninda tek sa-
yida, diger yaninda cift sayida kenar vardir. Tek
sayida kenarin oldugu tarafta bulunan en ortadaki
kenar bu kosegene paraleldir. Bu goyle kanitlana-
bilir: Kosegenin | ortadikmesi duzgin n-genin si-
metri eksenidir ve ko-
segenin ayirdigi her iki
bolgedeki kenarlar da
bu I ortadikmesine go-
re ikiger ikiger simetrik-
tirler. Tek sayida kenar

olan bolgedeki kenar-
lardan biri bu simetriye gore korunmak zorunda-
dir. Iste Pye gore simetrinin degistirmedigi bu ke-
nar kosegene paraleldir.

7b. Bir n-genin n(n—3)/2 tane kosegeni vardir
ve bu kosegenlerin her biri tam iki koseye doku-
nur. Demek ki

{(k, P) : P kose, k kosegen ve P € k}
kiimesinin tam 7(n—3) tane eleman: vardir.

Simdi bir a kenarina paralel olan kosegenleri
sayalim. Bu kosegenlerin her biri 2 koseye doku-
nur. Ama paralel olduklari a kenarinin 2 kogesine
dokunamazlar. a’ya paralel en yakin kosegenden

.
=

_—

en uzaktakine kadar gidelim. En
uzaktaki kosegen bir kenar ola-
mayacagindan, bu kosegenin
dokundugu iki koge arasinda
kosegenin dokunmadigi bir kose
daha olmali. Demek ki birbirine
paralel kosegenler en fazla 73 tane koseye doku-
nabilirler. a kenari igin 7 tane secenegimiz oldu-
gundan ve
{(k, P) : P kose, k kogegen ve P e k}

kiimesinin tam #7(n—3) tane eleman oldugundan,
birbirine paralel kosegenler tam tamina #—3 tane
noktaya dokunurlar. Demek ki 73 ¢ift bir sayidir,
yani n tektir.

8. Sonlu sayida paraboliin icinin bir diizlemi
kaplayamayacagimi kanmitlaymn.

Not: Eger a # 0 ise, y = ax? + bx + ¢ tiiriinden
bir denklemin grafigi bir paraboldiir. Bu parabol
sekildeki gibidir. Paraboliin igi paraboliin simirlads-



r <

parabollerin icleri

®w__tarafindan
ortiilmeyen
bir nokta
&t digbitkey alandir. Bir Y
parabol, bu ozel parabol-
Paraboliin

lerden birinin dondiiriil- ici

A

miis halidir.

Kamt: Parabollerin |

icini Orth olarak gorelim. Bir parabol, simetri ekse-
nine paralel olan dogrular diginda, her dogrunun
ancak sinirli bir bolgesini

ortebilir. Simdi 7 tane pa-

rabol alalim. Bu 7 parabo-

lin # simetri eksenine pa-

ralel olmayan bir dogru bu

n parabol tarafindan ortii-

lemez.

9. n berbangi bir dogal say: olsun. Diizlemde,
birbirlerine olan uzakliklarm tamsay: oldugu ve
dogrusal olmayan n tane nokta bulun.

Yamnut: Pisagor esitligini saglayan # tane farkl
tgla bulalim:

a2 + b2 =c?

a’+b2=cz?
(u;, v;) cifti igin, a; = u? — v, b; = 2uw;, c;=u? +
v olarak segebiliriz. Buradan,

dlz + b = 6‘12

d2+br=ez?
esitliklerini saglayan sayilar bulabiliriz. (Ornegin,

b = by ... b, olsun; her a? + b = ¢;* denklemini

A X

0 Cl Ci e Cn

b2/b? sayisiyla carpin.) Simdi 72 +2 noktay1 yukar-
daki gibi secin.



