
B
u yaz›da, gerçel say›-

lar›n s›ralamas›yla

dizilerin limitleri

aras›ndaki iliflkiyi k›saca

irdeleyece¤iz. Bu iliflkinin özü

afla¤›daki teoremde gizlidir.

Teorem 1 [Sandviç Teoremi]. (xn)n, (yn)n ve

(zn)n üç dizi olsun. xn ≤ yn ≤ zn eflitsizlikleri belli bir

M göstergecinden sonra do¤ruysa ve (xn)n ve (zn)n
dizileri ayn› say›ya yak›ns›yorlarsa, (yn)n dizisi de

yak›nsakt›r ve di¤er dizilerle ayn› say›ya yak›nsar.

Kan›t: (xn)n ve (zn)n dizileri a’ya yak›nsas›nlar.

(yn)n dizisinin de a’ya yak›nsad›¤›n› kan›tlayaca¤›z,

yani ε > 0, herhangi bir pozitif say›ysa,

|yn − a| < ε
eflitsizli¤inin her n > N için do¤ru oldu¤u bir N sa-

y›s› bulaca¤›z. ε > 0 verilmifl olsun.

|yn − a| < ε
eflitsizli¤inin do¤ru olmas› için n’nin ne kadar bü-

yük olmas› gerekti¤ini bulaca¤›z. Bunun için |yn − a|

ifadesiyle oynayaca¤›z. Hesaplarda rahat etmek

için n > M alal›m. Bu k›s›tlama yetmeyecek ama bu

sayede, hiç olmazsa,

|yn − a| = |a − xn + xn − yn|

≤ |a − xn| + |xn − yn|

≤ |a − xn| + (yn − xn)

≤ |a − xn| + (zn − xn)

≤ |a − xn| + |zn − a| + |a − xn|

= 2|a − xn| + |zn − a|

eflitsizli¤ini elde ederiz. Demek ki en sondaki

2|a − xn| + |zn − a|

ifadesini ε’dan küçük yapmak yeterli. (xn)n dizisi

a’ya yak›nsad›¤›ndan, öyle bir N1 vard›r ki, her n >

N1 için

|xn − a| = |a − xn| < ε/3

olur. Ayn› nedenden, öyle bir N2 vard›r ki, her n >

N2 için

|a − zn| < ε/3

olur. N = max{M, N1, N2} olsun. E¤er n > N ise,

|yn − a| = 2|a − xn| + |zn − a| < 2ε/3 + ε/3 = ε
elde ederiz ve kan›t böylece tamamlan›r.

‹kinci Kan›t: Bir ε > 0 verilmifl olsun. a, (xn)n ve

(zn)n dizilerinin limiti olsun. O zaman büyük n’ler

için, hem a − ε < xn hem de zn < a + ε olur. (Neden?)

Demek ki belki biraz daha büyük n’ler için

a − ε < xn ≤ yn ≤ zn < a + ε
olur. Bu büyük n’ler için a − ε < yn < a + ε, yani 

|yn − a| < ε olur. ■■

Afla¤›daki önsav, bu yaz›da olmasa da ilerde

gerekecek.

Önsav 2. i) (xn)n dizisinin a’ya yak›nsamas›

için, (−xn)n dizisinin −a’ya yak›nsamas› gerek ve

yeter kofluldur.

ii) (xn)n dizisinin 0’a yak›nsamas› için, (|xn|)n
dizisinin 0’a yak›nsamas› gerek ve yeter kofluldur. 

iii) (xn)n, 0’a yak›nsayan bir diziyse ve yeterin-

ce büyük n göstergeçleri için (yani belli bir M gös-

tergecinden sonra) |yn| ≤ |xn| ise, (yn)n dizisi de 0’a

yak›nsar.

iv) (xn)n dizisi a’ya yak›ns›yorsa, (|xn|)n dizisi

de |a|’ya yak›nsar.

Kan›t: i) Önermenin sadece bir yönünü kan›t-

lamak yeterli elbette. (xn)n dizisi a’ya yak›nsas›n ve

ε > 0 olsun. N, her n > N için,

|xn − a| < ε
eflitsizli¤ini sa¤latan göstergeç olsun. O zaman her

n > N için, |−xn − (−a)| = |−xn + a| = |xn − a| < ε olur

ve kan›t›m›z tamamlan›r.

ii) −|xn| ≤ xn ≤ |xn| oldu¤undan, yukardakinden

(a = 0 al›n) ve Sandviç Teoremi’nden, (|xn|)n dizisi

0’a yak›ns›yorsa, (xn)n dizisinin de 0’a yak›nsad›¤›
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anlafl›l›r. fiimdi (xn)n dizisinin 0’a yak›nsad›¤›n›

varsayal›m. ε > 0 olsun. N, her n > N için,

|xn| = |xn − 0| < ε
eflitsizli¤ini sa¤latan göstergeç olsun. O zaman her

n > N için, ||xn| − 0| = ||xn|| = |xn| < ε olur ve kan›-

t›m›z tamamlan›r.

iii) Yeterince büyük n’ler için 0 ≤ |yn| ≤ |xn| ol-

du¤undan ve sabit 0 dizisi 0’a yak›nsad›¤›ndan,

Sandviç Teoremi’ninden (yn)n dizisinin 0’a yak›n-

sad›¤› ç›kar.

iv) ε > 0 olsun. Yeterince büyük n göstergeçle-

ri için, ||xn| − |a|| < ε eflitsizli¤ini göstermeliyiz. Say-

fa xx’teki Önsav 1.ix’a göre,

||xn| − |a|| ≤ |xn − a|

oldu¤undan ve sa¤daki |xn − a| terimi yeterince bü-

yük n göstergeçleri için e’dan küçük oldu¤undan,

kan›t›m›z tamamlanm›flt›r. ■■

Öte yandan yukardaki (iv)’ün tersi yanl›flt›r.

Örne¤in, xn = (−1)n ise (|xn|)n dizisi 1’e yak›nsar

ama (xn)n dizisi hiçbir say›ya yak›nsamaz.

fiimdi de yak›nsak bir dizinin terimlerinin s›n›r-

s›z bir biçimde art›p azalamayaca¤›n› kan›tlayal›m.

Teorem 3. Yak›nsak bir dizi s›n›rl›d›r, yani

e¤er (xn)n dizisi yak›nsaksa, o zaman öyle bir B

vard›r ki, her n için |xn| < B’dir.

Kan›t: Kan›t›n anafikri çok basit: E¤er bir dizi

a’ya yak›ns›yorsa, bu dizinin terimleri a’dan sürek-

li uzaklaflamazlar...

Bir a say›s›na yak›nsayan bir (xn)n dizisi ele ala-

l›m. Yak›nsaman›n tan›m›nda ε’u 1’e eflit alal›m. 1,

0’dan büyük bir say› oldu¤undan buna hakk›m›z

var. O zaman dizinin terimleri belli bir N gösterge-

cinden sonra (a − 1, a + 1) aral›¤›na düfler, yani her

n > N için, xn ∈ (a − 1, a + 1) olur. Geriye sonlu ta-

ne x0, x1, ..., xN terimi kal›r. Bunlar da s›n›rl› bir

aral›¤a s›¤arlar elbette. Daha biçimsel olal›m ve

A = min{x0, x1, ..., xN, a} − 1,

B = max{x0, x1, ..., xN, a} + 1

tan›mlar›n› yapal›m. O zaman her xn terimi (A, B)

aral›¤›na düfler. Demek ki dizi s›n›rl›d›r. ■■

Demek ki s›n›rl› olmayan bir dizi ›raksak ol-

mak zorundad›r. Örne¤in, 0, 1, 2, 3, 4, ... do¤al sa-

y› dizisi ›raksakt›r.

Öte yandan, her s›n›rl› dizi yak›nsak de¤ildir.

Örne¤in, 1, −1, 1, −1, 1, −1, ... diye devam eden di-

zi s›n›rl›d›r ama yak›nsak de¤ildir.

Al›flt›rmalar

1. S›n›rl› diziler kümesinin toplama, ç›karma

ve çarpma alt›nda kapal› oldu¤unu kan›tlay›n.

2. (xn)n bir dizi olsun. (1/xn)n dizisinin (var ol-

mas› ve) s›n›rl› olmas› için, 

her n için, 0 < δ < |xn| eflitsizli¤ini sa¤la-

yan bir δ > 0 vard›r

koflulunun yeter ve gerek oldu¤unu kan›tlay›n.

3. (xn)n s›n›rl›ysa, (yn)n dizisi 0’a yak›ns›yorsa,

(xnyn)n dizisinin de 0’a yak›nsad›¤›n› kan›tlay›n. 

Sup ve ‹nf Al›flt›rmalar›

1) Gerçel say›lar kümesinin bofl olmayan ve

alttan s›n›rl› bir X altkümesinin en büyük alts›n›r›-

n›n oldu¤unu kan›tlay›n. Bu alts›n›ra inf X ad› ve-

rilir. inf X = −sup(−X) eflitli¤ini kan›tlay›n.

2) E¤er X ⊆ R ve r > 0 ise, sup(cX) = c sup X ve

inf(cX) = c inf X eflitliklerini kan›tlay›n. (sup X ve inf

X varsa elbette.) r < 0 ise, sup(cX) = c inf X ve

inf(cX) = c sup X eflitliklerini kan›tlay›n.

3) X, Y ⊆ R olsun. Her x ∈ X için, x ≤ y eflit-

sizli¤ini sa¤layan bir y ∈ Y olsun. sup Y varsa sup

X’in de oldu¤unu ve sup X ≤ sup Y eflitsizli¤ini ka-

n›tlay›n.

4) X, Y ⊆ R bofl olmayan iki altküme olsun.

Her x ∈ X ve her y ∈ Y için x ≤ y eflitsizli¤i sa¤la-

n›yorsa, sup X ve inf Y’nin oldu¤unu ve sup X ≤

inf Y eflitsizli¤ini kan›tlay›n.

5) X ⊆ R üstten s›n›rl› ve bofl olmayan bir alt-

küme olsun. Y, X’in üsts›n›rlar›ndan oluflan küme

olsun. sup X = inf Y eflitli¤ini kan›tlay›n.

6) X ⊆ R üstten s›n›rl› ve bofl olmayan bir alt-

küme olsun. s = sup X ancak ve ancak

a) Her x ∈ X için x ≤ s ise ve

b) Her ε > 0 için, s − ε < x ≤ s eflitsizliklerini

sa¤layan bir x ∈ X varsa.

7) Y, X’in üsts›n›rlar›ndan oluflan küme olsun.

sup X = inf Y eflitli¤ini kan›tlay›n.

8) X, Y ⊆ R bofl olmayan ve üstten s›n›rl› iki

altküme olsun. X + Y = {x + y : x ∈ X, y ∈ Y} ol-

sun. sup(X + Y)’nin oldu¤unu ve 

sup(X + Y) = sup X + sup Y

eflitli¤ini kan›tlay›n.

9) X, Y ⊆ R>0 bofl olmayan ve üstten s›n›rl› iki

altküme olsun. XY = {xy : x ∈ X, y ∈ Y} olsun.

sup(XY)’nin oldu¤unu ve 

sup(XY) = (sup X)(sup Y)

eflitli¤ini kan›tlay›n. ♦
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