Matematik Diinyasi, 2003 Kis

Kapak Konusu: Fonksiyonlar

Yakinsak Diziler ve Siralama

u yazida, gercel sayi-
Blarm siralamasiyla
dizilerin  limitleri

arasindaki iligkiyi kisaca

irdeleyecegiz. Bu iliskinin ozu
agagidaki teoremde gizlidir.

Teorem 1 [Sandvi¢ Teoremi]. (x,,),, (v,), ve
(2,,),, ti¢ dizi olsun. x,, <y, <z, esitsizlikleri belli bir
M gostergecinden sonra dogruysa ve (x,,), ve (z,),
dizileri aym sayiya yakinsiyorlarsa, (y,,), dizisi de
yakinsaktir ve diger dizilerle ayni sayrya yakinsar.

Kanit: (x,,),, ve (z,),, dizileri @’ya yakinsasinlar.
(V,,),, dizisinin de a’ya yakinsadigini kanitlayacagiz,
yani € > 0, herhangi bir pozitif sayiysa,

ly,—al <¢
esitsizliginin her # > N i¢in dogru oldugu bir N sa-
yis1 bulacagiz. € > 0 verilmis olsun.

ly,—al <e¢
esitsizliginin dogru olmasi i¢in 7’nin ne kadar bu-
yuk olmasi gerektigini bulacagiz. Bunun icin ly,, — al
ifadesiyle oynayacagiz. Hesaplarda rahat etmek

a x, Y, z

icin 7 > M alalim. Bu kisitlama yetmeyecek ama bu
sayede, hi¢ olmazsa,
ly,—al =la-x,+x, -y,

Sla-x, | +Ix, -y,

<la-x,| + (y, - x,)

<la—-x,| + (2, - x,)

<la—x,|+lz,—al +la—-x,|

=2la - x,| + Iz, — al
esitsizligini elde ederiz. Demek ki en sondaki

2la — x,| + Iz, — al

ifadesini ¢’dan kugiik yapmak yeterli. (x,,),, dizisi
a@’ya yakinsadigindan, 6yle bir Ny vardir ki, her 7z >
N i¢in

Ix,, —al =la —x,| <€/3
olur. Ayni nedenden, 6yle bir N, vardir ki, her 7 >
N, i¢in

la —z,l < €/3

olur. N = max{M, Ny, N} olsun. Eger n > N ise,
ly, —al=2la—x,| +lz,—al <2e/3 + /3 =¢
elde ederiz ve kanit boylece tamamlanur.

Ikinci Kanat: Bir € > 0 verilmis olsun. a, (x,,), ve
(z,,),, dizilerinin limiti olsun. O zaman buyik 7’ler
i¢in, hem a — & < x,, hem de z,, < a + € olur. (Neden?)
Demek ki belki biraz daha biiyiik #’ler icin

a-e<x,8y,<z,<d+¢
olur. Bu buytk »’ler i¢cin a — ¢ <y, < a + ¢, yani
ly, — al < € olur. m

Asagidaki onsav, bu yazida olmasa da ilerde
gerekecek.

Onsav 2. i) (x,,), dizisinin a’ya yakmsamasi
icin, (—x,), dizisinin —a’ya yakinsamasi gerek ve
yeter kosuldur.

X g 0 a

e ——e——fitH

i) (x,,), dizisinin 0’a yakisamas icin, (Ix,)),,
dizisinin O’a yakinsamas: gerek ve yeter kosuldur.

iii) (x,,),,, 0’a yakinsayan bir diziyse ve yeterin-
ce biiyiik n gostergecleri icin (yani belli bir M gos-
tergecinden sonra) ly,| < |x,| ise, (y,,),, dizisi de 0’a
yakinsar.

iv) (x,),, dizisi a’ya yakmsiyorsa, (Ix,\),, dizisi
de lal’ya yakinsar.

Kanit: i) Onermenin sadece bir yoniinii kanit-
lamak yeterli elbette. (x,,),, dizisi a’ya yakinsasin ve
¢ > 0 olsun. N, her #» > N icin,

lx, —al <¢
esitsizligini saglatan gostergeg olsun. O zaman her
n > N icin, |-x,, — (-a)l = l-x,, + al = Ix,, — al < ¢ olur
ve kanitimiz tamamlanur.

ii) —x, | < x, <lx,| oldugundan, yukardakinden
(a = 0 alin) ve Sandvi¢ Teoremi’nden, (Ix,,l),, dizisi
0’a yakinsiyorsa, (x,,),, dizisinin de 0’a yakinsadig1
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anlagilir. Simdi (x,,), dizisinin 0’a yakmsadigin
varsayalim. € > 0 olsun. N, her 7 > N i¢in,

lx, | =lx, -0l <¢
esitsizligini saglatan gostergeg olsun. O zaman her
n > N igin, llx,| — 0l = x|l = Ix,| < & olur ve kani-
timiz tamamlanir.

iii) Yeterince buyuk »’ler i¢in 0 < ly,| < lx,| ol-
dugundan ve sabit 0 dizisi 0’a yakinsadigindan,
Sandvi¢ Teoremi’ninden (y,,), dizisinin 0’a yakin-
sadigi cikar.

iv) € > 0 olsun. Yeterince biiytik 7 gostergecle-
ri i¢in, llx, | — lall < € esitsizligini gostermeliyiz. Say-
fa xx’teki Onsav 1.ix’a gore,

llx,| — lall < lx,, — al
oldugundan ve sagdaki |x,, — al terimi yeterince bu-
yik 7 gostergegleri i¢in e’dan kuguk oldugundan,
kanitimiz tamamlanmustir. O

Ote yandan yukardaki (iv)’iin tersi yanhstir.
Ornegin, x, = (-1)" ise (Ix,l), dizisi 1’e yakisar
ama (x,,),, dizisi hi¢bir sayiya yakinsamaz.

Simdi de yakinsak bir dizinin terimlerinin sinir-
siz bir bigimde artip azalamayacagini kanitlayalim.

Teorem 3. Yakinsak bir dizi stmrhdir, yani
eger (x,), dizisi yakinsaksa, o zaman Oyle bir B
vardwr ki, her n icin |x,| < B’dir.

Kanit: Kanitin anafikri ¢ok basit: Eger bir dizi
@’ya yakinsiyorsa, bu dizinin terimleri a’dan stirek-
li uzaklasamazlar...

Bir a sayisina yakinsayan bir (x,,),, dizisi ele ala-
lim. Yakinsamanin taniminda €’u 1’e esit alalm. 1,
0°dan buiytk bir say1 oldugundan buna hakkimiz
var. O zaman dizinin terimleri belli bir N gosterge-
cinden sonra (a — 1, a + 1) araligina diger, yani her
n > Nigin, x,, € (@ — 1, a + 1) olur. Geriye sonlu ta-
ne xg, X1, ..., xy terimi kalr. Bunlar da smnirh bir
araliga sigarlar elbette. Daha bicimsel olalim ve

A = min{xg, X1, ..., xpp a} — 1,

B = max{xg, xq, ..., xpp a} + 1
tanimlarini yapalim. O zaman her x,, terimi (A, B)
araligina diser. Demek ki dizi sinirhidir. O

Demek ki sinirhi olmayan bir dizi iraksak ol-
mak zorundadir. Ornegin, 0, 1, 2, 3, 4, ... dogal sa-
y1 dizisi iraksaktir.

Ote yandan, her sinirh dizi yakinsak degildir.
Ornegin, 1,-1, 1, -1, 1, -1, ... diye devam eden di-
zi sinirhidir ama yakinsak degildir.

Alstirmalar
1. Sinirli diziler kiimesinin toplama, ¢ikarma
ve ¢carpma altinda kapali oldugunu kanitlayin.
2. (x,,),, bir dizi olsun. (1/x,,),, dizisinin (var ol-
masi ve) sinurl olmasi igin,
her n icin, 0 < 8 < Ix,| esitsizligini sagla-
yan bir & > 0 vardr
kosulunun yeter ve gerek oldugunu kanitlayin.
3. (x,,),, smurliysa, (y,,), dizisi 0’a yakinsiyorsa,
(x,Y,),, dizisinin de 0’a yakinsadigimi kanitlayin.

Sup ve inf Alistirmalari

1) Gergel sayilar kiimesinin bos olmayan ve
alttan sinirh bir X altkiimesinin en biiytk altsiniri-
nin oldugunu kanitlaymn. Bu altsinira inf X adi ve-
rilir. inf X = —sup(—X) esitligini kanitlayin.

2) Eger X < R ve r > 0 ise, sup(cX) = c sup X ve
inf(cX) = c inf X esitliklerini kanitlayin. (sup X ve inf
X varsa elbette.) r < 0 ise, sup(cX) = ¢ inf X ve
inf(cX) = ¢ sup X esitliklerini kanitlayin.

3) X, Y < R olsun. Her x € X igin, x <y esit-
sizligini saglayan bir y € Y olsun. sup Y varsa sup
X’in de oldugunu ve sup X < sup Y egsitsizligini ka-
nitlayimn.

4) X, Y < R bos olmayan iki altkiime olsun.
Her x € X ve her y € Y icin x < y esitsizligi sagla-
niyorsa, sup X ve inf Y’nin oldugunu ve sup X <
inf Y esitsizligini kanitlayin.

5) X < R ustten sinirli ve bog olmayan bir alt-
kiime olsun. Y, X’in ustsinirlarindan olugsan kiime
olsun. sup X = inf Y esitligini kanitlayin.

6) X < R istten sinirli ve bog olmayan bir alt-
kiime olsun. s = sup X ancak ve ancak

a) Her x € X icin x < s ise ve

b) Her ¢ > 0 igin, s — & < x < s esitsizliklerini
saglayan bir x € X varsa.

7) Y, X’in ustsinirlarindan olugan kiime olsun.
sup X = inf Y esitligini kanitlayin.

8) X, Y < R bos olmayan ve ustten sinirh iki
altkime olsun. X + Y={x +y:x € X,y € Y} ol-
sun. sup(X + Y)’nin oldugunu ve

sup(X + Y)=sup X +sup Y
esitligini kanitlayin.

9) X, Y c R>Y bos olmayan ve iistten smirl iki
altkime olsun. XY = {xy : x € X, y € Y} olsun.
sup(XY)’nin oldugunu ve

sup(XY) = (sup X)(sup Y)
esitligini kanitlaym. ¢



